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Ubungen zur Vorlesung Lineare Algebra I
Dualbasen und Determinante
Dieses Blatt dient nicht zur Abgabe, jedoch zum Uben von klausurrelevantem Stoff

Aufgabe 1.1
Gegeben seien die folgenden linear unabhingigen Vektoren aus R3*! :

0 0 2
up = (1], up=1|1], uz = |0
0 3 1

Bestimmen Sie die Dualbasis zu (u1,u2, us), d.h., die linearen Abbildungen f; € (R**!)* mit fi(u;) = d;;
(i, =1,2,3).

Losung. Allgemeines Vorgehen: Seien uy, ..., un, € R™*! linear unabhsingige Vektoren. Wissen: jedes lineare
Funktional f € (R™*!)* ist eindeutig bestimmt durch Zahlen Ay € R (k =1,...,n) mit

T1

n
FIRVE SR F(f ) =D A
. k=1
Fir alle i = 1,...,n suchen wir also Ax; € R (k=1,...,n) mit
filug) = Ari(us)i + ...+ Ani(uj)n =65 (G=1,...,n). (1)
Fiir jedes ¢ erhalten wir so ein System von n Gleichungen in den Unbekannten A, ..., Ap;. Die Gleichungen
kénnen wir zusammenfassen zu
uf Ay
=é€;. (2)
ul, Api
uj
Da wi,...,un nach Voraussetzung linear unabhingig sind, ist invertierbar. D.h. (2) ist eindeutig l6sbar
Uy,
und wir erhalten die Koeffizienzen Ay; (k = 1,...,n) zum Beispiel durch Gauk-Elimination. Es geht aber noch
eleganter und schneller :-)
Die Koeffizienten von f; sind gegeben durch
An uf -
. = . " G
Ani uy,
ut\ AN
Bemerkung: - e; ist die i-te Spalte von , d.h. um die Dualbasis von (u1,...,un) zu berechnen,
ul, ul,
uy
miissen wir nur | : | invertieren und konnen die Koeffizienten in den Spalten ablesen :-)
Uy,

In Aufgabe 1.1: Die Elemente f; € (R®*")* (i = 1,2,3) der Dualbasis sind gegeben durch
fi iR SR, flx1,x2,23) = friz1 + faize + faizs,

wobei die Koeffizienten fr; € R (k,i = 1,2, 3) eindeutig bestimmt sind durch f;(u;) = d;; (4,5 = 1,2,3) bzw.
durch

fri uf) !
foi | = | ub -e;.
fai uf



Bestimmen der Inversen liefert

WU /001 0\ PR
ws| =101 3] =1 0 0
uf 2 01 -+ 3 0

Somit ist

Aufgabe 1.2

Seien K ein Korper, n € N und A € Mat,x,(K) eine obere Dreiecksmatrix. Sei U;; € Maty,—1xn—1(K) die
Matrix, die aus A durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte entsteht. Zeigen Sie, dass U;; fiir ¢ < j eine
obere Dreiecksmatrix ist und mindestens ein Diagonaleintrag gleich 0 ist. Folgern Sie, dass det(U;;) = 0 fiir ¢ < j.

Losung. Schreibe A = (as5)i,j=1,....n und U = U;; = (uge)k,e=1,...,.n—1.- Da U aus A durch Streichen der i-ten
Zeile und j-ten Spalte entsteht, ist (diesen Schritt klar machen)

Ak, falls k <i—1lund £ <j—1,
k41,05 falls k >dund £ < 5 — 1,

Al t+1, falls k <i—1und £ > j,
Qp+1,04+1, falls k>iund > j.

Uke =

Da A eine obere Dreiecksmatrix ist, ist axe = 0 fiir alle k£ > ¢. Wir erhalten daher uge, = 0 in folgenden Féllen

(1) k>¢und k <iund ¢ < j.

(2) k+1>/¢und k>iund ¢ < j.

(3) k>f+1und k<iund > j.

(4) k+1>¢+1und k> ¢ und £ > j. Dies ist dquivalent zu: k > £ und k >4 und £ > j

Wegen i < j nach Voraussetzung kann Fall (3) nicht auftreten. Mittels Fallunterscheidung (diesen Schritt klar
machen) folgt uge = 0 fiir alle k > ¢. Mit Fall (2) folgt insbesondere fiir k = ¢ = 4, wegen £ = i < j auch u;; = 0.
Damit ist U eine obere Dreiecksmatrix mit uw;; = 0. Auferdem ist mit der Formel fiir die Determinante einer

n—1

oberen Dreiecksmatrix (siehe Vorlesung) det(Ui;) = det(U) = [];_; ure = wi - H:;lk;ez ugk =0

Aufgabe 1.3

Sei K ein Korper und sei A € Matsy3(K). Sei B € Matsx3(K) eine Matrix, die aus A durch eine elementare
Zeilenumformung von Typ 1 hervorgeht, und entsprechend C, D € Matsx3(K) fiir Typ 2, bzw. Typ 3. Zeigen Sie:
(a) det B = —det(A)

(b) det C' = Adet(A), wobei A den Skalar bezeichnet, mit dem wir eine Zeile von A multipliziert haben.

(c) det D = det(A)

L(')'sung. Schreibe A= (aij)i,jzl’gyg, B = (bij)i,j:1,2,3-

(a) Betrachte eine Typ I Umformung, die die Zeilen i1,i2 € {1,2,3},41 # i2 vertauscht. Ohne Einschrénkung sei
i1 < i2. Entwicklung von det(B) nach der is-ten Zeile, mit i3 € {1,2,3}\{é1,i2} liefert:

. igt1 Ain2  iy3 is+2 Qis1  Qiy3 is+3 Qin1  Qiy2
det(B) = (=1)" " aiz + (=" aig2 + (=" aig3
ai;2 Qi3 ai;1 Qi3 Ai; 1 Qg2
is+3

=(=1)2" a1 (@in2ai,3 — aiy2aiy3) + (—1)2 a2 (Ain10i,3 — aiy1ai,3) + (—1)2 P aiys (aiy1ai,2 — aiy1aiy2)
=— ((—1)i3+1ai31 (@iy20iy3 — in2aiy3) + (—1)3 20440 (0iy10iy3 — Gin1ai,3) + (—1)3 P aiy3 (@i, 10652 — ai21ai12))
=det(A),

wobei der letzte Schritt analog durch Entwicklung von det(A) nach der is-ten Zeile folgt.



(b)

Betrachte eine Typ II Umformung, bei der die i-te Zeile (i € {1,2,3}) mit A multipliziert wird. Seien
1,42 € {1,2,3}\{¢} mit ¢; < i2 die beiden anderen Zeilen. Entwicklung von det(C) nach der i-ten Zeile
liefert

det(C) = (-1 (Aan) |12 T4 (“1) P (N |1 P (1) (aug) |01 0002
Qin2  Qiy3 Ain1  A4y3 iyl Gin2
=)\ (71)i+1a,1 Ai;2 Qi3 +(71)i+2a‘2 @iyl Qg3 +(71)i+3a'3 ai;1 Qiqg2
" laigz g “lain a3 “laisr aiye

=Adet(A),

wobei der letzte Schritt wiederum durch Entwicklung von det(A) nach der i-ten Zeile folgt.

Ahnlich wie Teil (a): Betrachte eine Typ III Umformung, die das A-fache der ii-ten Zeile zur i2-ten Zeile ad-
diert mit i1,42 € {1,2,3},41 # 2. Ohne Einschrinkung sei ¢1 < i2, andernfalls wende eine Typ I Umformung
auf die Zeilen i1 und i2 von A und D an, erhalte so Matrizen A’ und D’, zeige det(D’) = det(A’) und folgere
die Behauptung mit Teil (a). Entwicklung von det(D) nach der is-ten Zeile, mit i3 € {1,2,3}\{i1, 42} liefert:

Qiq2 Qi3
Qig2 + A2 Qin3 + A3

A1 @iy 3

_ (_1\!3t1
det(D) = (-1) izl Gin1 + AAi 1 Qin3 + A3

Qi1 Aiq2
Qigl + A1 Qin2 + A2

+ (1) P as

In der Vorlesung wurde bereits gezeigt, dass fiir eine 2 x 2 Matrix ((z Z) gilt:

a b

a b
. d‘ “letra d+ )\b‘ (nachrechnen).
Damit folgt
det(D) = (—1)3*1q,,, |41z %3 _1)ist2g, , |1 @3 _1)ist3g, o |Gt @n2| et A),
et(D) = (-1) Qi1 Qv iy3 +(=1) @ia2 iyl Aig3 +(=1) @ia3 iyl Aig?2 et(4)

wobei der letzte Schritt durch Entwicklung von det(A) nach der is-ten Zeile folgt.



